7 Какая последовательность называется фундаментальной?

8 Дайте определение функции, ее области определения, множества значений.

9 Дайте определение сложной функции.

10 Дайте определение обратной функции.

11 Сформулируйте определения предела функции в точке по Гейне и по Коши.

12 Дайте определения односторонних пределов функции.

13 Дайте определение бесконечно малой функции.

14 Что называется приращением функции 
[image: image1.wmf](
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 в точке?

15 Сформулируйте определения непрерывной функции.

16 Какие точки называются точками разрыва функции?

17 Дайте определения: а) точек устранимого разрыва, б) точек разрыва 1-го рода, в) точек разрыва 2-го рода.

18 Дайте определение равномерно-непрерывной функции.

Формулировки теорем и формулы

1 Критерий Коши существования предела функции.
2 Какие бесконечно малые функции называются эквивалентными?

3 Сформулируйте теорему о непрерывности сложной функции.

4 Какая связь между односторонними пределами и пределом функции?
5 Какие арифметические действия не нарушают свойство непрерывности?
6 Сформулируйте теорему Кантора о равномерной непрерывности функции.

Доказательства теорем

1 Докажите теорему Вейерштрасса о сходимости монотонной ограниченной последовательности.

2 Докажите число 
[image: image2.wmf]e

.

3 Докажите критерий Коши о сходимости фундаментальной последовательности.

4 Докажите эквивалентность определений предела функции по Гейне и по Коши.

5 Докажите первый замечательный предел.

6 Докажите второй замечательный предел.

7 Докажите теорему об устойчивости знака непрерывной функции.

8 Докажите теорему о прохождении непрерывной функции через любое промежуточное значение.

9 Докажите теорему о достижении непрерывной функцией своих точных граней.

Вопросы и задачи на понимание

1 Может ли быть монотонной последовательностью: а) сумма двух немонотонных последовательностей; б) произведение двух немонотонных последовательностей?

2 Дайте геометрическую интерпретацию предела последовательности.
3 Может ли быть монотонной последовательностью: а) сумма двух немонотонных последовательностей; б) произведение двух немонотонных последовательностей?

4 Дайте геометрическую интерпретацию предела последовательности.
5 Как для взаимно однозначной функции получить обратную ей? Как располагаются графики взаимно-обратных функций?

6 Сформулируйте отрицания определений предела функции в точке по Гейне и по Коши.

7 Сформулируйте определения по Коши, соответствующие следующим символическим обозначениям:
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8 Какая связь между односторонними пределами и пределом функции?

9 Какие арифметические действия не нарушают свойство непрерывности?

Раздел 3      Дифференциальное   исчисление  функции      действительной переменной

Тема 1 Определение производной

1.1 Определение производной, правая и левая производная

1.2 Дифференцируемость функции и дифференциал

1.3 Геометрический и физический смысл производной и дифференциала

1.4 Свойства производных, связанные с арифметическими операциями

Пусть функция 
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Производной функции 
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 в произвольной фиксированной точке 
[image: image17.wmf]0

x

 называется предел (если он существует и конечен) отношения приращения функции к приращению аргумента при условии, что последнее стремится к нулю:
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Обозначается: 
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Производная функции 
[image: image23.wmf](

)

x

f

y

=

 в произвольной точке 
[image: image24.wmf]x

 обозначается так: 
[image: image25.wmf](

)

x

f

¢

, 
[image: image26.wmf]y

¢

, 
[image: image27.wmf]dx

dy

, 
[image: image28.wmf]dx

df

.

При каждом конкретном числовом значении 
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[image: image33.wmf]x

 ставятся в соответствие определенные значения переменной 
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Если для некоторого значения 
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 имеет бесконечную производную.

Если функция 
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 определена в левосторонней (правосторонней) окрестности точки 
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 и существует конечный или бесконечный предел:
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то он называется соответственно конечной или бесконечной производной слева (справа) функции 
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Левая и правая производные называются односторонними производными.

Если функция 
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Вместе с тем существуют функции, имеющие в данной точке 
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 левую и правую производные, но не имеющие производной в этой точке.

Операция нахождения производной функции 
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 называется дифференцированием.

Пусть функция 
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 определена в некоторой окрестности точки 
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Функция 
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где 
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 – некоторое действительное число и 
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Дифференцируемость функции в точке 
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 означает, что с точностью до бесконечно малых более высокого порядка, чем приращение аргумента 
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, приращение функции представимо в виде линейной функции от 
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Для того чтобы функция 
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 существовала конечная производная 
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 дифференцируема в некоторой точке, то она и непрерывна в этой точке. Если функция 
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 в некоторой точке имеет производную, то она непрерывна в этой точке. Обратное верно не всегда, т. е. из непрерывности функции 
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 еще не следует ее дифференцируемость в этой точке.

Функция 
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Пусть функция 
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 дифференцируема в точке 
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Отсюда, если 
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Следовательно, при 
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 приращение функции 
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 являются эквивалентными бесконечно малыми функциями. Поэтому при 
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Дифференциалом функции 
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В частности, если 
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, т. е. дифференциал и приращение независимой переменной равны между собой. Поэтому дифференциал функции 
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Тогда приращение функции можно записать в виде 
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Видно, что дифференциал функции в точке 
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 отличается от соответствующего приращения функции на бесконечно малую величину более высокого порядка, чем 
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На практике дифференциал используется при приближенных вычислениях следующим образом:
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Рассмотрим задачу о проведении касательной к произвольной плоской кривой. Пусть 
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 – дуга плоской кривой, 
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 – точка этой кривой, 
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 – секущая (рисунок 1. 1). Если точка 
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 движется по кривой к точке 
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, то секущая поворачивается вокруг точки 
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 и стремится к некоторому предельному положению 
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Касательной к кривой 
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 в точке 
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 называется прямая 
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 (рисунок 3.1).
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Рисунок 3. 1 – Секущая 
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и касательная 
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Если предельного положения секущей не существует, то говорят, что в точке 
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 провести касательную нельзя. Это бывает в случае, когда точка 
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 является точкой излома, или заострения, кривой (рисунок 3. 2, а, б, в).
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Рисунок 3. 2 – Точки излома графика функции

Пусть кривая 
[image: image124.wmf]G

 является графиком функции 
[image: image125.wmf](

)

x

f

 и точка 
[image: image126.wmf](

)

(

)

00

;

Mxfx

ÎG

 (рисунок 3. 3). 
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Рисунок 3. 3 – Геометрический смысл касательной

Предположим, что касательная к кривой в точке 
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 существует. Угловой коэффициент секущей 
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Если 
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 движется по кривой к точке 
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 стремится к своему предельному положению 
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Отсюда следует геометрический смысл производной: производная от функции 
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 равна угловому коэффициенту касательной к графику функции в точке с абсциссой 
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Уравнение касательной имеет вид 
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Так как угловые коэффициенты касательной и нормали связаны условием перпендикулярности 
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Углом между кривыми называют угол между касательными к кривым в точке их пересечения.

Геометрический смысл дифференциала: дифференциал 
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Рисунок 3. 4 – Геометрический смысл дифференциала
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Механический смысл производной: производная – математическая модель мгновенной скорости процесса, описываемого функцией 
[image: image159.wmf](
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В зависимости от содержательной сущности функции можно получить широкий круг математических моделей скорости протекания процессов. Рассмотрим некоторые из них.
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3 Пусть 
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4 Пусть необходимо определить линейную плотность неоднородного тонкого стержня длиной 
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5 Пусть 
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[image: image199.wmf]F

 по времени 
[image: image200.wmf]t

:


[image: image201.wmf](

)

(

)

(

)

t

t

t

t

dt

d

t

t

t

t

D

F

-

D

+

F

=

F

=

F

¢

=

®

D

=

0

0

0

0

lim

0

e


6 Пусть 
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Дифференциал 
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Свойства производных, связанные с арифметическими операциями:
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В таблице 3. 1 приводятся производные и дифференциалы элементарных функций

Таблица 3 .1 – Производные и дифференциалы элементарных функций
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Тема 2 Производная обратной и сложной функции

2.1 Производная обратной функции

2.2 Производная и дифференциал сложной функции

2.3 Логарифмическая производная

Пусть функция 
[image: image258.wmf](

)

x

f

y

=

 монотонна на отрезке 
[image: image259.wmf][

]

b

a

;

 и имеет во всех точках интервала 
[image: image260.wmf](

)

b

a

;

 ненулевую производную 
[image: image261.wmf](

)

x

f

y

¢

=

¢

. Тогда обратная функция 
[image: image262.wmf](

)

y

f

x

1

-

=

 дифференцируема во всех точках интервала 
[image: image263.wmf](

)

(

)

(

)

b

f

a

f

;

 и для любого 
[image: image264.wmf](

)

(

)

(

)

b

f

a

f

y

;

Î

 ее производная равна


[image: image265.wmf](

)

(

)

(

)

x

f

y

f

'

1

'

1

=

-

.

Пусть 
[image: image266.wmf](

)

(

)

x

u

f

y

=

 сложная функция. Если функция 
[image: image267.wmf](

)

x

u

u

=

 имеет производную в точке 
[image: image268.wmf]0

x

, а функция 
[image: image269.wmf](

)

u

f

y

=

 имеет производную в точке 
[image: image270.wmf](

)

0

0

x

u

u

=

, то сложная функция 
[image: image271.wmf](

)

(

)

x

u

f

y

=

 имеет в точке 
[image: image272.wmf]0

x

 производную и справедлива формула


[image: image273.wmf](

)

(

)

x

u

u

f

y

u

¢

×

¢

=

¢

.

Функция 
[image: image274.wmf]u

 называется промежуточным аргументом, а 
[image: image275.wmf]x

 – основным аргументом. 
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Дифференцируя обе части этого равенства по переменной 
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Производная 
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Логарифмическое дифференцирование удобно применять в двух случаях: 

– при нахождении производной большого числа сомножителей, 
– при нахождении производной степенно-показательной функции. 

Тема 3 Производные и дифференциалы высших порядков

3.1 Производная функции, заданной параметрическими уравнениями

3.2 Производная неявной функции

3.3 Производные и дифференциалы высших порядков
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Пусть функция 
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Дифференцируем уравнение по 
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Механический смысл второй производной. Пусть 
[image: image362.wmf](

)

t

s

s

=

 – закон движения материальной точки, тогда первая производная определяет скорость движения 
[image: image363.wmf](

)

t

s

v

¢

=

. Вторая же производная есть скорость изменения скорости движения, т.е. ускорение 
[image: image364.wmf](

)

t

s

dt

dv

a

¢

¢

=

=

.
Аналогично вводятся производные третьего, четвертого и более высоких порядков.

Производная от производной второго порядка функции 
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Производной 
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-го порядка от функции 
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Пусть 
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 – функция от 
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Поскольку вторая производная от 
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Следовательно, по определению первой производной для функции, заданной параметрическими уравнениями, имеем:
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Аналогично находится третья производная:
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и производные высших порядков.

Пусть функция 
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[image: image387.wmf](

)

0

,

=

y

x

F

. Найденная производная 
[image: image388.wmf]x

y

¢

 содержит, в общем случае, как аргумент 
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Аналогично определяется дифференциал третьего порядка 
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Дифференциал 
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Скобки при степенях 
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 можно опустить: 
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Отсюда следует, что производная 
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Тема 4 Теоремы о среднем. Правило Лопиталя

4.1 Теорема Ролля

4.2 Теоремы Лагранжа и Коши

4.3 Правило Лопиталя
Одним из важнейших классов (множеств) функций, изучаемых в курсе математического анализа и имеющих первостепенное значение при решении задач практического характера, является класс 
[image: image445.wmf][

]

b

a

C

;

 – непрерывных на отрезке 
[image: image446.wmf][

]

b

a

;

 функций. Класс 
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[image: image448.wmf][

]

b

a

C

;

. Дифференцируемые функции представляют особый интерес, так как большинство задач техники и естествознания приводят к исследованию функций, имеющих производную. Также дифференцируемые функции обладают некоторыми общими свойствами, среди которых важную роль играют теоремы о среднем. В каждой из этих теорем утверждается существование на отрезке 
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Рисунок 3. 5 – Геометрический смысл

теоремы Ролля

Геометрический смысл теоремы Ролля. Если непрерывная на отрезке 
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[image: image462.wmf](

)

b

a

;

 функция 
[image: image463.wmf](

)

x

f

 принимает на концах этого отрезка равные значения, то на графике этой функции найдется хотя бы одна такая точка 
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 (рисунок 3. 5).

Физический смысл теоремы Ролля. Пусть 
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Теорема (Лагранжа) Если функция 
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Теорема Лагранжа называется также теоремой о конечных приращениях, а приведенная формула – формулой Лагранжа. Часто используется следующая запись формулы Лагранжа:
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Геометрический смысл теоремы Лагранжа. Выражение 
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представляет собой угловой коэффициент хорды 
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, а 
[image: image488.wmf](

)

x

f

¢

 – угловой коэффициент касательной к кривой 
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. Теорема Лагранжа утверждает, что между точками 
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, при условии, что в каждой точке дуги 
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 существует касательная (рисунок 3. 6).
[image: image497.png]



Рисунок 3. 6 – Геометрический смысл 

теоремы Лагранжа

Физический смысл теоремы Лагранжа. Пусть 
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 – время, а 
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 – координаты точки, движущейся по прямой, в момент времени 
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величина в левой части равенства является средней скоростью движения точки по прямой за промежуток времени от 
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 до 
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. Формула Лагранжа показывает, что существует такой момент времени 
[image: image504.wmf]x

=

x

, в котором мгновенная скорость равна средней скорости на временном отрезке 
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Если в формуле Лагранжа положить 
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. Данная формула связывает приращения аргумента и функции, поэтому ее называют формулой конечных приращений. Данная формула дает точное выражение приращения функции через вызвавшее его приращение аргумента в отличие от дифференциала функции, который определяет приближенное значение приращения функции: 
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Обобщением теоремы Лагранжа является теорема Коши. 

Теорема (Коши) Пусть функции 
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Если положить в формуле Коши 
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 «перейдет» в формулу Лагранжа 
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. Таким образом, теорема Лагранжа является частным случаем теоремы Коши.

Теорема (Лопиталя) Пусть функции 
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Тогда существует также предел отношения функций 
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Смысл правила Лопиталя заключается в том, что оно позволяет свести вычисление предела отношения функций в случае неопределенности вида 
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Правило Лопиталя можно применять до тех пор, пока не будет получена дробь, для которой условия, предусмотренные теоремой, уже не выполняются.

Правило Лопиталя применяется к вычислению пределов в случаях неопределенностей вида 
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Тема 5 Формула Тейлора

5.1 Формула Тейлора 

5.2 Формула Маклорена

Пусть функция 
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называется многочленом Тейлора для функции 
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Остаточный член в формуле Тейлора  также записывается в форме Пеано 
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Если в формуле Тейлора положить 
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Основные разложения элементарных функций по формуле Маклорена с остаточным членом в виде Лагранжа.
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Формула Тейлора широко используется при вычислении пределов, в приближенных вычислениях, при исследовании функции на экстремум, в теории рядов, при вычислении интегралов.

Тема 6 Локальные и глобальные экстремумы функции

6.1 Точки локального и глобального экстремума

6.2 Необходимое и достаточные условия существования локального экстремума функции

6.3 Глобальный экстремум функции на отрезке

С помощью производной функции можно произвести полное исследование функции (найти промежутки возрастания и убывания, экстремумы, точки перегиба, промежутки выпуклости и вогнутости, асимптоты графика) и построить график этой функции.

Теорема (критерий монотонности функции)  Для того чтобы дифференцируемая на 
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Геометрический смысл теоремы. Касательная к графику возрастающей на 
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Значение 
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Рисунок3. 7 – Локальный максимум 
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Точки максимума или минимума функции называются точками экстремума функции, а максимумы и минимумы функции называются экстремумами функции.

Экстремумы функции носят локальный характер – это наибольшее или наименьшее значения функции по сравнению с близлежащими ее значениями.
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Теорема (необходимое условие экстремума) Если в точке 
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Из теоремы 2 следует, что в точках экстремума функции 
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Рисунок 3. 8 – Положение касательной к графику 

функции в точках экстремума 

Точки, в которых производная функции 
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 обращается в нуль или не существует, называют критическими или точками возможного экстремума. Точки, в которых производная функции 
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Критическая точка 
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Не всякая критическая точка функции 
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Теорема (первый достаточный признак существования экстремума функции) Пусть 
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 не является точкой локального экстремума.

Теорема (второй достаточный признак существования экстремума функции) Стационарная точка 
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	Рисунок 3. 9 – Локальные минимум (а) и максимум (б) функции


Теорема (третий достаточный признак существования экстремума функции) Пусть функция 
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 раз непрерывно дифференцируема в точке 
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 – точка локального минимума;

3) если 
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 не является точкой локального экстремума.

Одной из основных характеристик функции 
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Если функция 
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, то наибольшее и наименьшее значения она принимает на концах этого отрезка или в точках ее локального экстремума. Следовательно, для отыскания глобальных экстремумов 
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, в точках локального экстремума и выбрать соответственно наименьшее и наибольшее из них.
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Тема 7 Исследование функций

7.1 Выпуклость и вогнутость графика функции

7.2 Точки перегиба графика функции

7.3 Асимптоты графика функции

7.4 Общая схема исследования функции

График дифференцируемой функции 
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 называется вогнутым на интервале 
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 расположена выше любой касательной 
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, проведенной к графику этой функции (рисунок 3. 10).

График дифференцируемой функции 
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 расположена ниже любой касательной 
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, проведенной к графику этой функции (рисунок 3. 11).

Теорема (достаточный признак вогнутости (выпуклости) графика функции) Если функция 
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 дважды дифференцируема и 
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 дважды дифференцируема и 
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	Рисунок 3.10 – Вогнутость графика 
	Рисунок 3. 11 – Выпуклость графика 


Точка 
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 графика дифференцируемой функции 
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, в которой направление выпуклости меняется на противоположное, называется точкой перегиба (рисунок 3. 12).
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Рисунок 3. 12 – Точка 
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 точка перегиба графика функции

Теорема (необходимое условие точек перегиба) Если функция 
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Обратное утверждение верно не всегда.

Точки 
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 графика функции 
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 называются точками возможного перегиба, если 
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Теорема (достаточное условие существования точек перегиба) Если для функции
[image: image728.wmf](
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 обращается в нуль или не существует и при переходе через нее меняет свой знак, то точка 
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 является точкой перегиба графика функции.

При исследовании поведения функции на бесконечности, т. е. при 
[image: image732.wmf]+¥

®

x

 и при 
[image: image733.wmf]-¥

®

x

, или вблизи точек разрыва второго рода часто оказывается, что расстояния между точками графика функции и точками некоторой прямой с теми же абсциссами сколь угодно малы. Такая прямая называют асимптотой графика.

Прямая 
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 называется вертикальной асимптотой графика функции 
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Очевидно, что непрерывные на множестве 
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 функции вертикальных асимптот не имеют; такие асимптоты существуют только в точках разрыва второго рода функции 
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. Следовательно, для отыскания вертикальных асимптот графика функции надо определить те значения 
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Прямая 
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Теорема 4 Для того чтобы график функции 
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 имел наклонную асимптоту 
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, необходимо и достаточно, чтобы существовали конечные пределы:
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Если 
[image: image755.wmf]0
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, то прямая 
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 называется горизонтальной асимптотой.

Исследование дважды дифференцируемой функции 
[image: image757.wmf](
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 на 
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 (за исключением, быть может, конечного множества точек) и построение ее графика может быть выполнено по следующей схеме:

1) находится 
[image: image759.wmf](
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, определяются точки разрыва, нули, точки пересечения графика функции с осью 
[image: image760.wmf]Oy

, периодичность, симметрия;

2) находятся наклонные и горизонтальные асимптоты графика функции (если они существуют);

3) с помощью первой производной функции определяются стационарные точки и интервалы монотонности;

4) с помощью второй производной определяются интервалы вогнутости и выпуклости графика функции, точки перегиба;

5) находятся локальные экстремумы функции на 
[image: image761.wmf](
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По результатам исследований строится график функции. Если исследуемая функция четная или нечетная, то достаточно исследовать функцию и построить ее график для положительных значений аргумента из области определения. Иногда для удобства результаты исследования сводятся в таблицу, построение которой приведено в типовом примере 5.

При решении конкретных задач отдельные этапы схемы могут быть расширены, другие же могут оказаться излишними или не выполнимыми.

Тема 8 Построение графиков функций

8.1 Исследование функций, заданных параметрическими уравнениями

8.2 Исследование функций, заданных неявно 

8.3 Исследование функций, заданных в полярных координатах
Пусть параметрические уравнения плоской кривой имеют вид
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Исследование и построение такой кривой можно провести по следующей схеме:

1) найти множество 
[image: image765.wmf]T

 – общую часть областей определения функций 
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2) установить, обладает ли кривая симметрией, позволяющей сократить выкладки;

3) найти нули функций 
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 и области знакопостоянства этих функций;

4) найти точки 
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 на промежутки знакопостоянства производных 
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[image: image788.wmf](

)

x

f

y

=

. Производные этой функции выражаются по формулам
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Часть кривой, соответствующую изменению параметра 
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 называется ветвью кривой. Каждая ветвь кривой является графиком функции вида 
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5) найти точки 
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Таблица 3. 2 – Результаты исследования графика функции, заданной параметрическими уравнениями 
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Тема 9 Векторные функции

9.1 Годограф векторной функции
9.2 Производная и дифференциал векторной функции
9.3 Длина кривой
9.4 Натуральное уравнение гладкой кривой и уравнение нормальной плоскости
Векторной функцией действительного аргумента (вектор-функцией скалярного аргумента) называется отображение, которое каждому действительному числу 
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Рисунок 3. 13 – Годограф вектор-функции

С физической точки зрения годограф вектор-функции можно рассматривать как траекторию движущейся в пространстве материальной точки, а всякую линию 
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Рисунок 3. 14 – Годограф вектор-функции, 
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	Рисунок 3. 15 –  Годограф вектор-функции, изменяющейся только по направлению
	Рисунок 3. 16 – Радиус-векторы


Пусть в пространстве 
[image: image910.wmf]3

¡

 задана прямоугольная система координат 
[image: image911.wmf]Oxyz

. Тогда задание вектор-функции означает задание координат вектора 
[image: image912.wmf](

)

t

a

r

. Если начало вектора 
[image: image913.wmf](

)

t

a

r

 совпадает с точкой 
[image: image914.wmf]O

, то 
[image: image915.wmf](

)

t

a

a

r

r

=

 называется радиусом-вектором точки 
[image: image916.wmf]M

 и обозначается 
[image: image917.wmf](

)

t

r

r

 (рисунок 3. 16). 
Любой радиус-вектор 
[image: image918.wmf](

)

OM

t

r

=

r

 пространства 
[image: image919.wmf]3

¡

 задается своими координатами 
[image: image920.wmf](

)

t

x

, 
[image: image921.wmf](

)

t

y

, 
[image: image922.wmf](

)

t

z

 (координаты вектора совпадают с координатами точки 
[image: image923.wmf]G

Î

M

 (рисунок 3.16)) и может быть разложен по ортам 
[image: image924.wmf]i

r

, 
[image: image925.wmf]j

r

, 
[image: image926.wmf]k

r

:


[image: image927.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

k

t

z

j

t

y

i

t

x

t

r

r

r

r

r

+

+

=

.

Так как каждой упорядоченной тройке чисел 
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Поэтому исследование векторной функции скалярного аргумента сводится к исследованию трех координатных функций 
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Отсюда следует равенство:
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Таким образом, для того чтобы вычислить предел вектор-функции, достаточно найти соответствующие пределы координат этой функции. Если хотя бы один из пределов координат функции 
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Рисунок 3. 17 – Геометрический смысл

предела вектор-функции
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Очевидно, что векторная функция непрерывна в некоторой точке тогда и только тогда, когда в этой точке непрерывны ее координатные функции 
[image: image979.wmf](

)

t

x

, 
[image: image980.wmf](

)

t

y

, 
[image: image981.wmf](

)

t

z

.

Введем понятие производной вектор-функции 
[image: image982.wmf](

)

t

r

r

, 
[image: image983.wmf]T

t

Î

 в данной точке 
[image: image984.wmf]0

t

. Для этого дадим аргументу 
[image: image985.wmf]0

t

 приращение 
[image: image986.wmf]0

¹

D

t

 и рассмотрим вектор 
[image: image987.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

0

t

r

t

t

r

t

r

r

r

r

-

D

+

=

D

. Составим отношение


[image: image988.wmf](

)

(

)

(

)

t

t

r

t

t

r

t

t

r

D

-

D

+

=

D

D

0

0

0

r

r

r

.

Если существует предел отношения приращения 
[image: image989.wmf](

)

0

t

r

r

D

 вектор-функции 
[image: image990.wmf](

)

t

r

r

 в точке 
[image: image991.wmf]0

t

 к приращению скалярного аргумента 
[image: image992.wmf]t

D

 при 
[image: image993.wmf]0

®

D

t

, то этот предел называется производной вектор-функции 
[image: image994.wmf](

)

t

r

r

 в точке 
[image: image995.wmf]0

t

: 

[image: image996.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

t

t

r

t

t

r

t

t

r

t

r

t

t

D

-

D

+

=

D

D

=

®

D

®

D

0

0

0

0

0

0

'

lim

lim

r

r

r

r

.

Так как 


[image: image997.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

[

]

=

-

D

+

+

-

D

+

+

-

D

+

=

D

k

t

z

t

t

z

j

t

y

t

t

y

i

t

x

t

t

x

t

r

r

r

r

r

0

0

0

0

0

0

0



[image: image998.wmf](

)

(

)

(

)

k

t

z

j

t

y

i

t

x

r

r

r

0

0

0

D

+

D

+

D

=

,

то по определению получим


[image: image999.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

k

t

z

j

t

y

i

t

x

t

r

r

r

r

r

0

0

0

0

'

¢

+

¢

+

¢

=

.

Итак, вычисление производных от векторной функции скалярного аргумента в точке 
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[image: image1009.wmf](

)

'

2

'

1

'

2

1

r

r

r

r

r

r

r

r

±

=

±

,


[image: image1010.wmf](

)

'

'

'

r

f

r

f

r

f

r

r

r

×

+

×

=

×

,


[image: image1011.wmf](

)

'

2

1

2

'

1

'

2

1

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

×

+

×

=

×

,


[image: image1012.wmf](

)

'

2

1

2

'

1

'

2

1

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

´

+

´

=

´

.

– если вектор-функция 
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 и дифференцируема в каждой точке этого отрезка, то существует такая точка 
[image: image1022.wmf](

)

b

a

;

Î

x

, что


[image: image1023.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

a

b

r

a

r

b

r

-

×

£

-

x

'

r

r

r

.

С геометрической точки зрения производная вектор-функции в точке 
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Механический смысл производной от вектор-функции состоит в том, что 
[image: image1027.wmf](

)

0

'

t

r

r

 есть вектор мгновенной скорости перемещения материальной точки по траектории, являющейся годографом функции.
Производная вектор-функции 
[image: image1028.wmf](

)

t

r

r

 является, в свою очередь, вектор-функцией скалярного аргумента, и ее также можно дифференцировать.

Производная функции 
[image: image1029.wmf](

)

t

r

'

r

 точке 
[image: image1030.wmf]0

t

t

=

 называется второй производной вектор-функции 
[image: image1031.wmf](

)

t

r

 по скалярному аргументу 
[image: image1032.wmf]t

 в точке 
[image: image1033.wmf]0

t

 и обозначается так: 
[image: image1034.wmf](

)

0

t

r

r

¢

¢

, 
[image: image1035.wmf](

)

2

0

2

dt

t

r

d

r

, 
[image: image1036.wmf](

)

0

0

t

t

dt

t

r

d

=

¢

r

, 
[image: image1037.wmf](

)

0

t

r

&

&

.

Вектор 
[image: image1038.wmf](

)

0

t

a

r

, равный производной скорости 
[image: image1039.wmf](

)

t

v

r

 по времени 
[image: image1040.wmf]t

 в момент 
[image: image1041.wmf]0

t

, называется ускорением: 
[image: image1042.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

0

t

a

dt

t

v

d

t

r

r

r

r

=

=

¢

¢

.

Механический смысл второй производной от вектор-функции состоит в том, что 
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Непрерывное отображение отрезка 
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Если носитель кривой лежит в некоторой плоскости, то эта кривая называется плоской.
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Рисунок 3.18 – Кривая 
[image: image1071.wmf]G

 в пространстве 
[image: image1072.wmf]3

¡


Кривая может быть задана:

– явно: непрерывная функция 
[image: image1073.wmf](

)

x

f

y

=

, 
[image: image1074.wmf]b

x

a

£

£

, задает плоскую кривую 
[image: image1075.wmf](

)

{

}

b

x

a

x

f

y

£

£

=

=

G

, носителем является график функции 
[image: image1076.wmf](

)

x

f

, параметром – переменная 
[image: image1077.wmf]x

;
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Выражая параметр 
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Если функция 
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Из определения неособой точки следует, что во всякой неособой точке кривой Г существует касательная.
Гладкой кривой называется кривая, которая является непрерывно дифференцируемой и не имеет особых точек. Если кривая составлена из конечного числа гладких кривых, то такая кривая называется кусочно-гладкой.
Для отрезка 
[image: image1145.wmf][

]

b

a

;

 система 
[image: image1146.wmf]{

}

k

n

t

=

t

, 
[image: image1147.wmf]n

k

,...,

1

,

0

=

, точек 
[image: image1148.wmf]k

t

, таких, что 
[image: image1149.wmf]b

t

t

t

t

a

n

n

=

<

<

<

=

-

1

1

0

...

, называется разбиением отрезка 
[image: image1150.wmf][

]

b

a

;

. Соответствующий набор точек 
[image: image1151.wmf](

)

k

k

t

M

M

=

, 
[image: image1152.wmf]n

k

,...,

1

,

0

=

, где 
[image: image1153.wmf](

)

k

t

r

OM

r

=

 называется разбиением кривой 
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Соединив последовательно точки 
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Верхняя грань длин всевозможных ломаных, вписанных в данную кривую, называется длиной кривой:
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где верхняя грань берется по всевозможным разбиениям 
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Теорема (о длине дуги) Если кривая 
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Поскольку 
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Пусть кривая 
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Таким образом, для всякой гладкой кривой 
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 ее параметр 
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 является строго возрастающей непрерывно дифференцируемой функцией переменной длины 
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Если параметром кривой 
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 является переменная длина ее дуги 
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[image: image1206.wmf](

)

{

}

G

£

£

=

=

G

L

l

l

r

r

0

r

r

 называется натуральным уравнением кривой.
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Отсюда следует, что если 
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Нормальной плоскостью к кривой 
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 называется плоскость, перпендикулярная касательной прямой и проходящая через точку касания. 
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Из определения нормальной плоскости следует, что векторы 
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Рисунок 3.19 – Нормальная плоскость 
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 к кривой 
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Тема 10 Кривизна кривой

10.1 Понятие кривизны кривой

10.2 Вычисление кривизны кривой

10.3 Радиус, круг и координаты центра кривизны плоской кривой
10.4 Эволюта и эвольвента плоской кривой
Одной из важных характеристик кривой является мера ее изогнутости – кривизна.

Например, о двух плоских кривых 
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	Рисунок 3.20 – Кривые 
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 и 
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	Рисунок 3.21 – Угол смежности


Однако для того, чтобы строго оценить степень изогнутости плоской линии, необходимо ввести количественную характеристику ее изогнутости (кривизны).

Рассмотрим на кривой точки 
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 и 
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. Проведем в этих точках касательные к кривой. При переходе по кривой из точки 
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 в точку 
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 касательная поворачивается на угол 
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, который называется углом смежности (рисунок 3.21). 

Отношение угла смежности дуги к ее длине называется средней кривизной дуги: 
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Средняя кривизна характеризует среднюю изогнутость кривой на всей дуге. На отдельных участках кривой кривизна может значительно отличаться от средней. Чтобы избежать такой неопределенности, вводится количественная мера изогнутости кривой в точке 
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. Эта характеристика основана на том, что чем меньше дуга 
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 (рисунок 3. 21), тем лучше средняя кривизна характеризует изогнутость линии вблизи точки 
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Кривизной 
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 линии 
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 в точке 
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 называется предел, к которому стремится средняя кривизна 
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Пусть кривая 
[image: image1261.wmf]G

 является годографом дважды дифференцируемой векторной функции действительного аргумента 
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Если гладкая кривая 
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 задана параметрическими уравнениями
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то кривизна вычисляется по формуле
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Если кривая 
[image: image1268.wmf]G

 задана в плоскости 
[image: image1269.wmf]Oxy

 уравнением 
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 можно записать в параметрическом виде:
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Значит, 
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Если кривая 
[image: image1278.wmf]G

 задана в плоскости 
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 неявно уравнением 
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Если кривая 
[image: image1282.wmf]G

 задана в плоскости 
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 в полярных координатах уравнением 
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Проведем к кривой 
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 нормаль в точке 
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 и отложим на этой нормали в сторону вогнутости кривой отрезок 
[image: image1288.wmf]R

MN

=

 (рисунок 3. 22), по величине обратный кривизне 
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Рисунок 3. 22 – Радиус кривизны MN
Отрезок 
[image: image1292.wmf]MN

 называется радиусом кривизны, точка 
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 – центром кривизны, а круг с центром в точке 
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 и радиусом 
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 – кругом кривизны кривой в точке 
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Если кривая 
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 задана в декартовой системе координат 
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 уравнением 
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Если кривая 
[image: image1301.wmf]G

 в плоскости 
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 задана параметрическими уравнениями, то ее радиус кривизны определяется по формуле:
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Если 
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 – годограф вектор-функции 
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Из определения центра кривизны следует, что каждой точке 
[image: image1307.wmf]M

 кривой 
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, соответствует точка 
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 – центр кривизны кривой 
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 в точке 
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.

Множество точек 
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 центров кривизны линии 
[image: image1313.wmf]G

 называется ее эволютой, а сама линия 
[image: image1314.wmf]G

 по отношению к своей эволюте называется эвольвентой.

Пусть кривая 
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 задана уравнением 
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 в плоскости 
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. Пусть 
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 – центр кривизны линии 
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 в точке 
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 (рисунок 3.23).

Тогда для любой точки 
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 – единичный вектор нормали кривой 
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Тогда 
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Данное уравнение называется векторным уравнением эволюты кривой 
[image: image1329.wmf]G

.
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Рисунок 3. 23 – Эволюта и эвольвента 

Запишем разложения векторов 
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Найдем вектор 
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Единичный вектор касательной к кривой 
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 есть
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Продифференцируем равенство 
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Отсюда 
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Координаты вектора 
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Тогда 
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Подставим 
[image: image1348.wmf]0
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 в векторное уравнение эволюты 
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Приравнивая коэффициенты при 
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 в левой и правой частях выражения, получим:
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Данные формулы являются параметрическими уравнениями эволюты 
[image: image1356.wmf]'
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 кривой 
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. Сама же кривая 
[image: image1358.wmf]G

 является эвольвентой по отношению к кривой 
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.

Свойства эволюты и эвольвенты, устанавливающие связь между ними:

– нормаль к эвольвенте 
[image: image1360.wmf]G

 является касательной к эволюте в соответствующей точке;
– если на некотором участке эвольвенты радиус кривизны изменяется монотонно, то приращение радиуса кривизны на этом участке равно по абсолютной величине длине дуги соответствующего участка эволюты. 
Вопросы для самоконтроля
Определения
1 Сформулируйте определение производной. 

2 Что называется правой и левой производной?

3 Какая функция называется дифференцируемой в точке 
[image: image1361.wmf]0

x

?
4 Что называется дифференциалом функции в точке? 
5 Что называется логарифмической производной?

6 Дайте определение второй производной функции в точке.

7 Дайте определение дифференциала 
[image: image1362.wmf]n

- го порядка:

8 а) если 
[image: image1363.wmf]x

 независимая переменная;

9 б) если 
[image: image1364.wmf]x

зависимая переменная.

10 Что называется многочленом Тейлора для функции 
[image: image1365.wmf](
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x
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 с центром в точке 
[image: image1366.wmf]0

x

?

11 Какая точка называется точкой локального экстремума? 

12 Какая точка называется точкой абсолютного экстремума?

13 Какой график функции называется выпуклым, вогнутым?

14 Какая точка графика называется точкой перегиба?

15 Какая прямая называется вертикальной (наклонной, горизонтальной) асимптотой?
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